









簡単に Hilbert モジュラー形式の定義を復習する. F を総実体, [F : Q] = n,
v1, . . . , vn : F ↪→ R を埋め込みとする. GL2(F ) の部分群 GL+2 (F ) を
GL+2 (F ) := {x ∈ GL2(F ) | vi(detx) > 0 for all i}
と定義する. このとき, この vi を GL2(F ) ↪→ GL2(R) に拡張したものを用
いて,
GL+2 (F ) ↪→ GL+2 (R)n ↷ Hn
で, Hn に GL+2 (F ) は作用する. ここで, H = {z ∈ C | ℑ z > 0} は上半平面.




γ ∈ GL+2 (ZF )





k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn≥0 とする. 正則関数 f : Hn → C がウエイト k, レ
ベル Γ0(N) の Hilbert モジュラー形式であるとは, 次の条件を満たすときを
いう：
*1 Partially supported by JSPS Grant-in-Aid for Young Scientists (B) (15K17518).
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2. F = Q のとき, カスプで正則.
Hilbert モジュラー形式がカスプ形式であるとは, 任意のカスプで零である
ときをいう. ウエイト k, レベル Γ0(N) の Hilbert モジュラー形式（resp.カ
スプ形式）のなす空間を Mk(N)（resp.Sk(N)）と書く.
数式処理システム Magma では Hilbert モジュラー形式に関して次元や
Sk(N) の基底などを計算するコマンドが実装されている. 具体的にどのような
コマンドが実装されているか, や実行例などは Magma の提供しているページ
https://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/hilbert_
modular_forms
を参照すると詳しく書かれている. また, Magma 自体の扱い方については,
[木原横] を参考にするとよい.
本稿では, Hilbert モジュラー形式に作用する Hecke 作用の計算に注目する.
Hecke 作用素は Hilbert モジュラー形式に対しても, 一変数モジュラー形式の
ときと同様に定義され, その同時固有形式は L-関数を介して総実体上のアーベ
ル多様体などと関連付くなど, 数論的にも重要な研究対象である. 実際, 後に紹
介する Dembe´le´ らによる definite method による Hecke 作用の計算の応用
として, Hilbert モジュラー形式に付随するアーベル多様体の構成に関する問
題で, Shimura 曲線を経由できないケース（例えば, [F : Q] が偶数でレベルが
square-full のとき）での evidence を与えることに成功している.
しかし, 具体的に Hecke 作用を計算するにしても, 楕円モジュラー形式に対
して有効だった方法を安直に拡張しようとしても, あまりうまくいかない. 例
えば, 一変数のモジュラー形式の計算で使われた, モジュラーシンボルを使う
方法の拡張を考えると, Hilbert モジュラー形式が定義される多様体, Hilbert
モジュラー多様体 X0(N) は n 次元多様体であり, そのコホモロジー上への
Hecke 作用の計算は容易ではない. ゆえに, この状況で通用する別のアイディ
アが必要になる.
本稿では実際に Magma での実装に使われている次の方法に的を絞る.
• Indefinite method (主に n が奇数) · · · Greenberg-Voight [GV11],
Voight [Voi10]
• Definite method (主に n が偶数) · · · Dembe´le´ [Dem05], [Dem07],
Dembe´le´-Donnelly [DD08]
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Hilbert モジュラー形式の計算理論に関しては, 他にも Okada [O+02],
Gannells-Yasaki [GY08], Socrates-Whitehouse [SW05] らによっても知られ
ていることに注意しておく. Dembe´le´, Donnelly, Greenberg, Voight の結果
を組み合わせることで次のことが示される：
定理 11.1.1 (Dembe´le´, Donnelly, Greenberg, Voight). k = (k1, . . . , kn) ∈
Zn≥2 の各 ki の偶奇は一致しているとする. このとき, Hilbert モジュラーカス
プ形式の空間 Sk(N)上の Hecke 作用を計算する, ある明示的なアルゴリズム
が存在する.
Theorem 1.1 におけるアイデアは共に Jacquet-Langlands 対応を使って,
低次元の多様体（0 次元, または 1次元）での計算に帰着することである. 次
節以降で, 四元数環上の乗法群に対するモジュラー形式（四元数モジュラー形
式, quaternionic modular form）の定義から始め, Jacquet-Langlands 対応を
介することでいかに計算可能な状況に帰着していくかについて解説する. 無駄
に記号が増えて, アイデアが伝わりづらくなることを避けるために, 本稿（特
に §.3）ではウエイトを parallel ウエイト (2, . . . , 2)で F の狭義類数が 1 と
して解説する. より詳しく知りたい方は, 一般の類数に対する計算手法や計算
例などを含めた解説 Dembe´le´-Voight [DV13] を参照されたい. また, 数論系
のデータベース LMFDB での Hilbert モジュラー形式に関するデータベース





11.2 四元数モジュラー形式, Jacquet-Langlands 対応
簡単のため, ウエイト k が (2, . . . , 2) の仮定の下で, 四元数モジュラー形式
の定義とそれへの Hecke 作用の定義を行い, その特別な場合として Hilbert モ
ジュラー形式の定義が導出されることを総実代数体 F の狭義類数が 1 の場合
で確認する. また, 次節での計算理論のために必要な Jacquet-Langlands 対応
のステートメントも紹介する. より一般のウエイトに対する定義は Dembe´le´-
Voight [DV13] の §.7 を参照されたい.
四元数環について少し復習しておく. 四元数環についての, より詳しい内容
については [Vig], [Voi14] などが参考になる. 数体 F 上の四元数環 B とは,
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F 上の４次元中心的単純環のことである. これは, F -上のベクトル空間として,
B = F + Fi+ Fi+ Fij, i2, j2 ∈ F×, ij = −ji を満たす基底 {1, i, j, ij} で
表せることと同値である.
例 11.2.1. ・二次行列環：B = M2(F ).
・F 上の Hamilton 四元数環：B = HF = F +Fi+Fj+Fij, i2 = j2 = −1,
ij = −ji.
F 上の B が F の素点 v で分解する, または不分岐であるとは B ⊗F Fv ≃
M2(Fv) となることと定義する. ここで, Fv は F の v での完備化を表す. ま
た, B が v で分解しないとき, v で分岐するという. F 上の任意の四元数環
は有限個の素点でのみ分岐し, 分岐する素点の個数は偶数個である. B が分岐
する有限素点に対応する素イデアルの積で定義される square-free なイデアル
D = D(B) を B の判別式という. また, 任意の F の偶数個の素点に対して,
それらでのみ分岐する四元数環は同型を除いてただ一つ存在する.
以下, F は有限次総実体とし, n = [F : Q] とおく. v1, . . . , vn : F ↪→ R
を F の実埋め込みとし, 実素点と同一視する. F の整数環を ZF とおく. F
上の四元数環 B が v1, . . . , vr で split, vr+1, . . . , vn で分岐するとし, B の
判別式を D とおく. r = 0 のとき, 即ち, 任意の vi で分岐するとき, B は
totally definite といい, そうでないとき indefinite であるという. O0(1) ⊂ B
をある maximal order とし, 任意の有限素点 p で p ∤ D であるものに対し
て, 同型 O0(1) ⊗ ZFp ≃ M2(ZFp) を固定し, その固定した同型と自然な単射
O0(1) ↪→ O0(1)⊗ ZFp との合成を ip とおく. 判別式 D と互いに素なイデア





∣∣∣∣ ip(u) ≡ (∗ ∗0 ∗
)
mod pordp(N) for all p | N
}
である. B×∞ = (B ⊗Q R)× ≃
∏n
i=1B ⊗F Fvi ≃ GL2(R)r × (H×R )n−r の部分
群 K∞ を
K∞ := (R×SO2(R))r × (H×R )n−r ⊂ B×∞ = (B ⊗Q R)×
とおく. ここで HR は R 上の Hamilton の四元数環を表す. B×∞ の (H±)r =
(C\R)r への作用を i = 1, . . . , r に対する各 vi 成分ごとの H± への一次分数
変換として定義すると, B×∞ の作用は free であり, K∞ が (
√−1, . . . ,√−1)
の stabilizer であることから, 次の同一視ができる：
B×∞/K∞ → (H±)r : g 7→ z = g(
√−1, . . . ,√−1).
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任意の Z-加群 M に対して M̂ =M ⊗Z Ẑ とおく. ここで, Ẑ =
∏
p : prime Zp
である. B×∞ × B̂× 上の関数 φ : B×∞ × B̂× → C へのK∞ × B̂× の右作用を






















定義 11.2.2. B に対するウエイト (2, . . . , 2), レベル N の四元数モジュラー形
式とは, 解析的な関数 φ : B×∞ × B̂× → C で, 任意の (g, α̂) ∈ B×∞ × B̂× に対
して次が成り立つもののことと定義する：
1. (φ|(κ, û))(g, α̂) = φ(g, α̂) for all (κ, û) ∈ K∞ × Ô×
2. φ(γg, γα̂) = φ(g, α̂) for all γ ∈ B×.
3.（F = Q, B = M2(Q) のとき）任意のカスプで正則.
B に対するウエイト (2, . . . , 2), レベル N の四元数モジュラー形式のな
す空間を MB2 (N) と書く. この定義を言い換えて, より古典的な形に近い
定義を導出する. φ ∈ MB2 (N) とする. (z, α̂Ô×) ∈ Hr × B̂×/Ô× に対し,
g(
√−1, . . . ,√−1) = z = (z1, . . . , zr) となる g ∈ B×∞ を一つ選ぶ. このとき,










で定義する. また, B×+ の元 γ の f への作用を








で定義すると, f |γ = f となる. ここで, γi = vi(γ) ∈ GL+2 (R). このとき,
φ ∈ MB2 (N) であることと f(z, α̂Ô×) が z について正則で, α̂Ô× に関して
locally constant であり, f |γ = f を満たすことが同値である. （B = M2(Q)
のときはカスプでの正則性も必要.）
注意 11.2.3. B× に対する志村多様体 XB0 (N) を次で定義する：
XB0 (N)(C) := B×\B×∞ × B̂×/K∞ × Ô× ≃ B×\((H±)r × B̂×/Ô×)
このとき, XB0 (N)(C) は r 次元の複素多様体になる.
B× の reduced norm による像 nrdB× は
nrdB× = F×(+) = {x ∈ F× | vi(x) > 0 for i = r + 1, . . . n} ⊂ F×+
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となる. ここで, B = F + Fi+ Fj + Fij （i2, j2 ∈ F×, ji = −ij）と表示さ
れるとき, x = a+ bi+ cj + dij ∈ B の reduced norm nrdx は
nrdx = a2 − b2i2 − c2j2 + d2i2j2 ∈ F
で定義される. よって,
B×+ = {x ∈ B× | nrd (x) : totally positive}
とおくと B×/B×+ ≃ (Z/2Z)r となることに注意すると,
XB0 (N)(C) ≃ B×\((H±)r × B̂×/Ô×) ≃ B×+ \(Hr × B̂×/Ô×)
となる.
次に Hecke 作用を定義する. p ⊂ ZF を素イデアルとする. p̂ ∈ ẐF を

















で定義する. これは, 集合 Θ(p) を







四元数環 B が M2(F ) のときの四元数モジュラー形式が Hilbert モジュ
ラー形式のよく知られている定義と整合していることを, 狭義類数が 1 と仮定
して書き下し確認しておく.
B = M2(F ) のとき, B は任意の素点で分解している. 特に r = n である.
また, B が indefinite の場合, reduced norm により誘導される写像
nrd : B×+ \B̂×/Ô× → F×+ \F̂×/Ẑ×F ≃ Cl+(F )
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は全単射になる [Voi14, §.28.3]. また, 狭義類数（つまり Cl+(F ) の位数）が
1 と仮定していたことから, B×+ \B̂×/Ô× は自明になり,
B̂× = B×+Ô×
となる. よって, Shimura 多様体は,
XB0 (N)(C) = B
×
+ \(Hn × B̂×)/Ô× ≃ B×+ \(Hn × {1})/Ô× ≃ Γ\Hn
となり, 連結な n 次元複素多様体になる. この XB0 (N)(C) を Hilbert モジュ
ラー多様体という. ここで, Γ = Ô× ∩B×+ であり, 二つ目の同型は
B×+(z, 1)Ô× 7→ Γz
で与えられる. Hn× B̂×/Ô× 上の四元数モジュラー形式 f(z, α̂Ô×) に対して,
Hn 上の関数 f˜(z) を次で定義する：
f˜(z) := f(z, Ô×).
すると, γ ∈ Γ = Ô× ∩B×+ に対して










































となり, 古典的な Hilbert モジュラー形式の定義に現れる保型性が確認でき
る. ここで, ３つ目の等式は f |γ の定義から, ４つ目の等式は γ ∈ B× により
f |γ = f であることと γ−1 ∈ Ô× により γ−1Ô× = Ô× であることによる.
また, この場合の Γ は
Γ =
{
γ ∈ GL+2 (ZF )





であることもすぐにわかる. また, この場合, 素イデアル p ⊂ ZF に対して, 総
正な生成元 p を取ると, 集合 Θ(p) は集合
O×\{pi ∈ O+ | nrd (pi) = p}
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と同一視できる. ここで対応は次のように定まる：Ô×pi に対して Ôpi ∩B が,
左 O-イデアルであり, F の狭義類数が 1 で B が indefinite であることから,
任意の左 O-イデアルは principal になるので, ある pi ∈ O+ で Ôpi ∩B = Opi
と書けることにより, Ô×pi 7→ Opi とすることで定まる. ここで, I ⊂ B









(x ∈ ZF /p)
}
で代表されることがわかり, これも古典的な Hecke 作用素の定義と整合して
いる.
B = M2(F ) のとき, 任意のカスプで零となる MB2 (N) の元のなす部
分空間を SB2 (N) とかく. B が indefinite で, かつ B ̸≃ M2(F ) のとき,
SB2 (N) = M
B
2 (N) と定義する. また, B が totally definite のとき, MB2 (N)
に含まれる定数関数のなす空間の, 自然に入る内積に関する直交補空間を




定理 11.2.4 (Jacquet-Langlands 対応 [JL70]). 次の Hecke 作用で同変な同型
が存在する：
S2(DN)
D-new ≃ SB2 (N).
ここで, D は B の判別式, S2(DN)D-new は空間 S2(DN) の D に関する new
part.
11.3 Hilbert モジュラー形式の計算理論
具体的な計算アルゴリズムについて説明する. 以下, ウエイトは (2, . . . , 2),
F の狭義類数は 1 と仮定する.
B = M2(F ) のとき, B× = GL2(F ) であることから, Hilbert モジュラー形
式は四元数環の乗法群に対応するモジュラー形式の一種であることは前節で確
認した. B を上手く取り, Jacquet-Langlands 対応を介することで, 計算およ
り簡単に行えるモジュラー形式に帰着することがカギである.
ここで, 四元数環の持つ制約「分岐する素点は偶数個」であることを思
いだすと, Jacquet-Langlands 対応を使って S2(N) を計算するためには,
n = [F : Q] が奇数の場合, 四元数環 B として, v2, · · · , vn でのみ分岐するも
のを, n = [F : Q] が偶数の場合, 四元数環 B として, 全ての実素点でのみ分
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岐するものを取れば D = OF として
S2(N) ≃ SB2 (N)
となり, new part を取る必要がなくなる. こう取ることで, n = [F : Q] が奇数
のとき, 1次元多様体上の計算（Greenberg-Voight [GV11]）に n = [F : Q] が
偶数のとき, 0次元多様体上の計算（Dembe´le´ [Dem05], [Dem07]）に帰着され
る. 前者のケースで使われる Greenberg-Voight の手法を indefinite method,
後者のケースで使われる Dembe´le´ による方法を definite method と呼ぶ.
以下, ウエイトを parallel ウエイト 2, F の狭義類数を 1 と仮定して, §.3.1
で indefinite method, §.3.2 で definite method のアルゴリズムを具体的に解
説する. ここでは, 簡単のためにウエイトは parallel に 2 にしているが, parity
が同じウエイトであれば同様の手法で計算できることを注意しておく. また,
双方の方法ともそれぞれ Voight [Voi10], Dembe´le´-Donnelly [DD08] で一般
の類数に拡張されている.




Indefinite method について説明する. ここでポイントとなることは r = 1
の場合は Γ の計算理論がかなり進展していることである. そのため, モジュ
ラー形式の計算を Γ の群コホモロジーの計算に帰着することで, 実行可能なア
ルゴリズムを構成できる.
[F : Q]が奇数で, F の狭義類数が 1と仮定する. B が v1 で split, v2, . . . , vn
で ramified のとき, Γ = B×+ ∩ Ô× = O×+ とおくと
XB0 (N)(C) = B×\H± × B̂×/Ô× ≃ Γ\H
となり Riemann 面となる. 更に, 今は Γ が放物元を持たないため, カスプは存
在せず XB0 (N) はコンパクトになる. このコンパクト Riemann 面を Shimura
曲線という. このとき, 四元数モジュラー形式は
SB2 (N) = {f : H → C : holomorphic, f |γ = f for all γ ∈ O×+}
となる. 次の埋め込みを考える：
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ここで, H1(Γ,C) は Γ の群コホモロジー（Γ は C に自明に作用）であり,
τ ∈ H の choice は class としては依存しないことに注意. 群コホモロジー
H1(Γ,C) は,
Z1(Γ,C) = {h : Γ→ C | h(γγ′) = h(γ)γ′ + h(γ′)}
B1(Γ,C) = {hm : Γ→ C : γ 7→ γm−m | m ∈ C}
に対して
H1(Γ,C) = Z1(Γ,C)/ B1(Γ,C)
で定義されていた. 今は parallel ウエイト 2 なので, Γ の C への作用は自明.
よって結局,
Z1(Γ,C) = Hom(Γ,C), B1(Γ,C) = {0}
より,
H1(Γ,C) = Hom(Γ,C)
となる. H1(Γ,C) 上に C-共役 W∞ を次で定義：µ ∈ O× で v1(nrd (µ)) < 0
となるものが存在する. このとき, µΓµ−1 ⊂ Γ であり µ2 ∈ Γ である. この µ
を使って W∞ を
(f |W∞)(γ) = f(µγµ−1)
と定義する. すると W∞ は µ のとり方に依らない involution になる. この
W∞ でのプラスパートを H1(Γ,C)+ とおくと, 同型
SB2 (N) ≃ H1(Γ,C)+ ⊂ Hom(Γ,C)
が得られる. H1(Γ,C) 側の Hecke 作用を見るために, OF の素イデアル p に
対して,
Θ(p) = O×+\{x ∈ O+ | nrd (x) = p}
の完全代表系を {x1, . . . , xs} とおく. この代表系を計算するアルゴリズムに
ついては [GV11, Prop. 5.7], [KV10, S.4] を参照. 元 γ ∈ Γ に対して,
xiγ = δixγ∗(i)
を満たす δi ∈ Γ, γ∗(i) ∈ {1, . . . , s} を考える. このとき, f ∈ H1(Γ,C)+ ⊂





すると, 上の同型 S2(N) ≃ H1(Γ,C)+ は Hecke 作用で同変になる.
ここで, 前述のように次のことがポイントになる：Shimura 曲線 Γ\H の基
本領域を計算することで, Γ の生成元の極小な集合とそれらの満たす関係の集
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合, 更に, 語問題の解（solution of word problem）を与えるアルゴリズムが
Voight [Voi09] により知られている. ここで, 語問題の解を与えるアルゴリズ
ムとは, 与えられた２つの元 x, y ∈ Γ が一致しているか否かを判定するアルゴ
リズムのことである. これにより, 上記の δi などを Γ の生成元で表すことが
可能になる.
Γ の生成元 {γ1, . . . , γs} が生成する自由群を G = 〈γ1, . . . , γs〉, 関係のなす
集合を R とする. 考えている設定では R は有限になる. このとき, 上記の群
コホモロジー H1(Γ,C) は
{f ∈ Hom(G,C) | f(r) = 0 for all r ∈ R}
となる. 特に, H1(Γ,C) の元は生成元での値で決まり, その空間の基底は
f(r) = 0 (r ∈ R) から導かれる関係式から線形代数的に計算できる. その基
底を {f1, . . . , fm} とおく. W∞ を計算し, それによる不変な元を探すことで
H1(Γ,C)+ の基底 {f+1 , . . . , f+l } を計算する. そこへの Tpf+i の計算をするこ






f+i (δjk) = cij














となるので, (cij)i,j が Hecke 作用を表す行列となる. 具体的に cij を計算す
るためには, δjk に各生成元 γi が何度出現するか, を計算できればよい. 具体




Definite method について, 概要を説明する. この場合は, totally definite な
四元数環を採用することで, 有限集合上の関数の計算に帰着することができる.
[F : Q] を偶数とし, F の狭義類数が 1 と仮定する. 四元数環 B として,
v1, . . . , vn でのみ分岐するものを取る. このとき, B×∞ = K∞ となるため
XB0 (N)(C) ≃ B×\B̂×/Ô×
となる. この XB0 (N)(C) は 0次元 Shimura 多様体や Hida set などと呼ばれ
る. この XB0 (N) は可逆右 O-イデアル類のなす集合と B×α̂Ô× 7→ [αÔ ∩ B]
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で一対一に対応し, 有限集合であることが知られている. ここで, 可逆右 O-イ
デアル I, I ′ が同値であること, 即ち, [I] = [I ′] であることを, ある x ∈ B×
が存在して I ′ = xI と書けることと定義する. このとき, 四元数モジュラー形
式は,
MB2 (N) = {f : B×\B̂×/Ô× → C}
となる. 今, B×\B̂×/Ô× 上定数関数であるものも MB2 (N) には存在する. こ
れらのなす部分空間を EB2 (N) とおく. MB2 (N) に自然に入る内積による直交
補空間 EB2 (N)⊥ を SB2 (N) とおきカスプ形式の空間と呼ぶ.
両側剰余群 B× \ B̂×/Ô× の完全代表系を S = {α̂1, . . . , α̂m} とおくと,
MB2 (N) の元は S での値で決まる. MB2 (N) の基底を
fi(α̂i) =
{
1 if i = j,
0 otherwise
で定義する. F の素イデアル p に対する Hecke 作用素 Tp は次のものだった：






この Θ(p) の部分集合 Θ(p)i,j を
















Bp := (bij)i,j = (#Θ(p)i,j)i,j ∈Mm(Z)
を p での Brandt 行列という. これは, 基底 {f1, . . . , fm} に関する Hecke 作
用の行列表示を与えている.
この Brandt 行列を計算するアルゴリズムについて説明する. 今, B× \
B̂×/Ô× は可逆右 O イデアル類のなす集合と同一視できるのだった. そこ
で Θ(p)i,j に渡る和を取ることをイデアルを用いて書き直してみる. J =
α̂ipi
−1Ô ∩B, Ik = α̂kÔ ∩B とおくことで,
Θ(p)′i,j = {J : invertible right O-ideal, J ⊃ Ii,nrd(J) = nrd(Ii)p−1, [J ] = [Ij ]}
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に渡る和を取ることと同値になる. ちなみに, このとき {I1, . . . , Im} は可逆右
O-イデアル類のなす集合の完全代表系を与える. この代表系を計算するアルゴ
リズムについては [KV10, §.7] を参照. 更に計算しやすくするために, 元を用
いて書き換えてみる. [J ] = [Ij ] であることから, ある x ∈ B× で, xJ = Ij
となる. よって, x ∈ IjJ−1 ⊂ IjI−1i となる. また, このとき, xJ = Ij と
nrd (J) = nrd (Ii)p
−1 から,
nrd (x)ZF = p
nrd Ij
nrd Ii
となる. さらに, h+F = 1 であることから, 現れる ZF のイデアルの総正な生成
元を p = (p), nrd Ik = (qk)とおくと,
nrd (x) = p
qj
qi
となる. これらを満たす x ∈ B× は, Oi = {x ∈ B | xIi ⊂ Ii} とおいたとき,
x−1Oi = JIi であることと, nrd (x) が固定されていることから,
(O×i )1 = {y ∈ O×i | nrd (y) = 1}
による倍数を除いて決まる. よって結局, Θ(p)i,j に渡る和を取ることは




に渡る和を取ることと同じことになる. よって, Brandt 行列の (i, j) 成分は,




を計算することに帰着される. 今, B ↪→ B ⊗ R ≃ HnR ≃ R4n により,
IjI
−1
i ≃ Z4n を Z-格子と捉えることで, 格子点の個数をカウントする問題に帰
着された. また, B が totally definiteであることにより, TrF/Q◦nrd : B → R
は正定値二次形式になる. よって, 格子点 x ∈ IjI−1i として Tr F/Q ◦ nrd x =
Tr F/Q(pqj/qi) を満たす x のみをカウントすればよいのだが, それを満たす
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